Théoréme de Banach-Steinhauss
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Rappel (Théoreme de Baire).
Soit (F,d) un espace métrique complet. Alors

(i) Si (Op)nen+ est une suite d’ouverts denses de E, N°2; O,, est
encore dense dans .

(ii) Si (F},)nen+ est une suite de fermés d’intérieur vide de E, |22, F),
est encore d’intérieur vide dans F.

Soit E un espace de Banach, F' un espace vectoriel normé. On note
L.(E, F) l'espace vectoriel des applications linéaires continues de E

dans F', muni de la norme |||f||| = sup ||f(2)]|.
[][=1

Théo (Banach-Steinhaus). Soit H C L.(E, F). Alors
o soit (||| fl||)ferr est borné

o soit il existe v € E tel que sup||f(z)|| = +oc.
feHd

Démonstration. Pour tout k € N, posons

Q = {z € E,supl|f(z)|| > k}.
feHd

L’ensemble €2, est ouvert. En effet, si zq € 4, il existe f € H tel
que ||f(zo)|| > k. Comme f est continue, il existe p > 0 tel que
||f(2)|| > k pour ||x — xo|| < p. Ainsi, la boule B(zy, p) est contenue
dans €2;. On se retrouve alors confronté a deux cas :

e Si chaque € est dense dans F, alors, comme F est complet,
le théoréeme de Baire assure que ren $2: est dense dans FE,
en particulier non vide. Si on choisit * € Npen 2, on a alors

supl| f (2)|| = +o0.
feH

e Sinon, il existe k£ € N tel que {2, ne soit pas dense dans FE. En
d’autres termes, il existe xo € E et p > 0,

B(l‘o,p) N Qk =y
de sorte que pour tout x € B(xg,p), sup||f(z)|| < k. On en
feH

déduit que, pour tout = € B(xg, p), pour tout f € H
@) = 1 (2 + z0) = flzo)l] < |f(x+20)l] + |[f(zo)l] < 2k

Par continuité de chaque f € H, cette inégalité reste vraie sur
la boule fermée, B(0, p). Ainsi, pour tout f € H, pour tout
z € F avec ||z|] =1,

I1f(z) = ;Hf(pas) <

Ainsi, pour tout f € H,

2p
L.

2k
I < —,
p
d’ou le résultat.
O]

App. 1l existe des fonctions continues différentes de leur série de
Fourier.

Démonstration. On note Cs, I'ensemble des fonctions de R dans C
qui sont 27-périodiques et continues. Pour tout f € Cs., on note

1 ™
Vp € Z, Cp(f)

= — t)e "Pdt.
5 ) T
Pour tout n € N*, on considere ’application

anCQﬂ— — C
o Y 6l

On munit Cy, de la norme || f||oc = sup |f(¢)].

te|—m,m]
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e Pour tout n € N*, montrons que [,, est une forme linéaire conti-

nue et calculons sa norme.

On a clairement que [,, est une application linéaire.

Soit f € CQW.

In(f)

1
o

1
o

Z / Ye Pt

p—fn

/ Z e Pt
p=—n

/ Z ePtdt
p=—n

p=—n

On veut calculer la somme présente dans l'intégrale. On a :

n
Z eipt

—mt Z i(p+n)t

p=—n

2n
6—1nt Z ezpt
p=0

1 _ pi(2n+1)t
1—et
e—it(n—l—%) 1 — eil2nt1)t

—int

e_%t 1 — 6”
o—it(nt3) _ pit(n+y)
6_% — e%
sin ((n + %) t)
sin (1)

On réinjecte ce résultat dans [,,(f).

7Tsin ((n + %) t)

t)dt.
an(y) Y

St e =1,
1 /= sm<<n+1> t)
ln < — dt.
<5 [
Posons, pour tout € > 0,
fe: R — C
t — 7Dn( )
|D,(t)| + ¢

On a bien que f; € Cor car D,

S

Cor.

En effet, on a, pour tout t € R :

sin ((n+ 3) (t +2m))

t+27r>
2

D,(t+2m) =

sin (

sin ((n + U t+©2n+ 1))

sin (% + 7T)

= Dn(t)

On a, de plus, ||f:]|oc <1 et

) 1 g~ |sin((n+1)t
(7] = 5 | &c€>
e>0 T 2
Ainsi, avec (%), on a
sm t
il =o- [ = ”ﬁ

et [, est bien une application linéaire continue.

Montrons que lim |[||l,]|| = +o0 et conclure.
n—-+00

dt
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On sait que pour t € R, [sin (%)’ < ‘%' Ainsi, pour tout n € N*,
sin ((n + %) t)
t

1 ™
Mall = o ;

7| g 1
> 1/ sm((n+2>t) i
m Jo

dt

L
2
- 2/(%5)7T sin(u)| du
S U 1
e T | (t)
du=(n+73 )dt
n—&-% T | Qi
> 2/( )7 | sin(u) du
7 Jo u

Or cette intégrale diverge.

En effet, on a :

[

sin(u)

P z”:/k:ﬂ'

u

Y Vv Vv Vv Y
= I [[]= I1V]= Il

Cette somme diverge.

Ainsi, on a lim |[[ln[[|ec = +o0.

Comme Cy, est complet (car fermé dans B(R,C) ’ensemble
des fonctions bornées de R dans C qui est complet), on peut
appliquer le théoreme de Banach-Steinhaus.

Il existe donc f € Cyr telle que supl|l,(f)] = +oc.
neN
Ainsi, la série de Fourier de f en 0 diverge. La fonction f

est donc différente de sa série de Fourier. Ainsi, il existe des
fonctions continues différentes de leur série de Fourier.

]



